Soluciones del Primer Nivel, Olimpiada de Mayo -2013

Problema 1
Hallar la cantidad de formas de escribir el número 2013 como suma de dos enteros mayores o iguales que cero de modo que al sumar no haya ningún acarreo.

ACLARACIÓN: En la suma 
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 hay acarreo de las unidades a las decenas.

Solución

En cada columna indicamos los posibles dígitos para suma sin acarreos.

	2
	0
	1
	3

	0 2
	00
	0 1
	0 3

	1 1
	
	1 0
	1 2

	2 0
	
	
	2 1

	
	
	
	3 0


Son 
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Pautas de corrección

	Divide el análisis por columnas
	5 puntos

	Analiza bien cada columna                                                                     hasta
	4 puntos

	Responde correctamente
	1 punto

	TOTAL                                                                                                    
	10 puntos

	Los siguientes puntajes no se acumulan entre si ni con los anteriores
Encuentra 6 sumas
	5 puntos

	Encuentra 10 sumas
	8 puntos

	Encuentra 12 sumas
	10 puntos


Problema 2
Elisa suma los dígitos de su año de nacimiento y observa que el resultado coincide con los dos últimos dígitos del año en que nació su abuelo. Más aún, los dos últimos dígitos del año en que ella nació, son precisamente la edad actual de su abuelo. Hallar el año en el que nació Elisa y el año en el que nació su abuelo.

Solución
La edad del abuelo de Elisa no puede superar 99 años porque está expresada con un número de dos dígitos. Entonces podemos suponer que el año de nacimiento  del abuelo empieza por 19 y el de Elisa por 19 o por 20. Pero si Elisa hubiera nacido en el año 20ab, con 
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, el abuelo tendría a lo sumo 13 años, lo que no es posible. 

Luego ambos años comienzan por 19. Sea 19ab el año en que nació Elisa. Entonces su abuelo debe haber nacido en el año 190019ab y la edad del abuelo es 2013190019ab=103 – a – b. 
Entonces se tiene que ab103ab, esto es, 10ab103ab ó 2b11a103, con a, b enteros entre el 0 y el 9. Como 2b(18 se tiene que 11a(85. Por tanto a vale 8 ó 9.

Para a8 se obtiene 2b15, que no es posible.

Y para a9 se obtiene b=2. 

Se concluye que Elisa nace en 1992, tiene actualmente 21 años y su abuelo nace en 1921 y tiene actualmente 92 años. 

Pautas de corrección
No se sacan puntos por no analizar 20--.
	Se da cuenta que los dos años empiezan con 19
	1 punto

	Plantea que el abuelo nació en el año 
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	2 puntos

	Plantea 
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	2 puntos

	Reduce a pocos casos
	3 puntos

	Resuelve
	2 puntos

	TOTAL                                                                                                    
	10 puntos

	Si tantea, encuentra la solución y la verifica
	9 puntos
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Problema 3
Sea ABCD un cuadrado de papel de lado 10 y P un punto en el lado BC. Al doblar el papel a lo largo de la recta AP, el punto B determina el punto Q, como se ve en la figura. La recta PQ corta al lado CD en R. Calcular el perímetro del triángulo PCR. 
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Solución
Los triángulos AQP y ABP son congruentes, de donde 
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. Se tiene entonces que los triángulos rectángulos AQR y ADR también son congruentes, pues comparten la hipotenusa AR y 
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En conclusión,

Perímetro(PCR) =
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Pautas de corrección

	Se da cuenta que los triángulos APB y APQ son congruentes
	2 puntos

	Se da cuenta que los triángulos AQR y ADR son congruentes                                                                   
	3 puntos

	Escribe 
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	2 puntos

	Plantea el perímetro y lo calcula
	3 puntos

	TOTAL                                                                                                    
	10 puntos

	Si mide
	0 puntos


Problema 4
Pablo escribió 5 números en una hoja y luego escribió los números 6,7,8,8,9,9,10,10,11 y 12 en otra hoja que le dio a Sofía, indicándole que esos números son las sumas posibles de dos de los números que él  tiene escondidos. Decidir si con esta información Sofía puede determinar los cinco números que escribió Pablo. 

Solución 

Sean a,b,c,d y e los números que escribió Pablo en la primera hoja.  Supongamos que a<b<c<d<e. Estos cinco números determinan diez sumas:   a+b, a+c, a+d, a+e, b+c, b+d, b+e, c+d, c+e, d+e.  La suma total de esas sumas es:  4 (a + b + c + d + e) = 6 + 7+8+8+9+9+10+10+11+12 = 90  de donde a +b+c+d+e = 90/4=22,5. 
Además   a+b y a+c son las sumas más pequeñas mientras que c+e y d+e son las mayores. Así que tenemos que   a+b=6 , 
a+c =7 ,
 c+e =11,   d+e=12.
Se deduce que  c = 22,5 – 6 – 12 = 4,5,   a = 7 – 4,5 = 2,5 ,    b= 6 – 2,5 = 3,5 ,  e = 11 – 4,5 = 6,5 y finalmente d = 12 – 6,5 = 5,5
.
Pautas de corrección

	Se da cuenta que el primero es la suma de los dos números más chicos
	1 punto

	Se da cuenta que el último es la suma de los dos números más grandes
	1 punto

	Se da cuenta que el segundo es la suma del primero y el tercero
	1 punto

	Se da cuenta que el anteúltimo es la suma del tercero más el quinto
	1 punto

	Calcula la suma de los cinco números
	3 puntos

	Completa la solución
	3 puntos

	TOTAL                                                                                                    
	10 puntos

	Si encuentra los 5 números y verifica
	9 puntos


Problema 5
En la pizarra está dibujado un cuadrado de 8(8 dividido en 64 cuadraditos de 1(1 mediante líneas paralelas a los lados.

Gustavo borra algunos segmentos de longitud 1 de modo que a cada cuadradito de 1(1 le borra 0, 1 ó 2 lados.

Gustavo afirma que borró 6 segmentos de longitud 1 del borde del cuadrado de 8(8 y que la cantidad de cuadraditos de 1(1 que tienen exactamente 1 lado borrado es igual a 5. Decidir si lo que dijo Gustavo puede ser cierto.

Solución 1
Sean 
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 las cantidades de cuadraditos de 
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 a los que Gustavo les borró 2, 1 o 0 lados respectivamente. Se tiene entonces que 
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. Notemos que los cuadraditos de 
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 tienen i lados no borrados, luego si hay x segmentos no borrados en el borde e y en el interior,
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lo que es absurdo, ya que el lado izquierdo es impar y el derecho, par.
Solución 2

Trazamos caminos en el tablero de acuerdo con las siguientes reglas.

El camino pasa de una casilla a otra solo si el lado que las separa ha sido borrado.

Se puede atravesar una sola vez cada lado borrado.

Un camino comienza fuera del tablero, entrando por un segmento borrado del borde, o comienza en un cuadradito con exactamente un lado borrado, pasa por cuadraditos de dos lados borrados y termina fuera del tablero luego de pasar por un segmento borrado del borde, o termina en un cuadradito con exactamente un lado borrado.

Estas normas, determinan la forma de los caminos (una vez que se llega a un cuadradito, hay una sola forma de salir de él). Al finalizar un camino, se comienza con otro y así, sucesivamente, hasta agotar todos los segmentos borrados del borde y todos los cuadraditos con exactamente un lado borrado.

Tendremos entonces, tres tipos de caminos:

Primer tipo: desde un segmento borrado del borde hasta un cuadradito con exactamente un lado borrado.

Segundo tipo: desde un segmento borrado del borde hasta otro segmento borrado del borde.

Tercer tipo: desde un cuadradito con exactamente un lado borrado hasta otro cuadradito con exactamente un lado borrado.

Llamamos x, y y z a la cantidad de caminos de cada tipo.

A cada camino del primer tipo le corresponde un segmento borrado del borde y a cada uno del segundo, dos segmentos borrados del borde, luego la cantidad de segmentos borrados del borde es (x  2y).

A cada camino del primer tipo le corresponde un cuadradito con exactamente un lado borrado y a cada uno del tercero, dos cuadraditos con exactamente un lado borrado, de modo que el número total de cuadraditos con exactamente un lado borrado es (x  2z).

Los números: (x  2y) y (x  2z) tienen la misma paridad, y por lo tanto es imposible lograr que 
x  2y  6 y x  2z  5.

Este razonamiento nos permite afirmar que Gustavo mintió.

Pautas de corrección

Solución 1

	Considera 
[image: image20.wmf]234

,,

sss


	1 punto

	Considera cuántos segmentos se borran adentro y afuera (solo si hace lo anterior)
	1 punto

	Relaciona estas cantidades
	6 puntos

	Usa paridad para encontrar contradicción
	2 puntos

	TOTAL                                                                                                    
	10 puntos

	Solución 2
Considera los tres tipos de caminos
	2 puntos

	Calcula los segmentos borrados del borde en función de la cantidad de caminos
	3 puntos

	Calcula los cuadraditos con exactamente un lado borrado en función de la cantidad de caminos
	3 puntos

	Usando paridad, responde
	2 puntos

	TOTAL
	10 puntos

	Los siguientes puntajes no se acumulan con los anteriores
Trata de usar paridad
	2 puntos
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